PROJE RAPORU

Projenin Adi: Koseleri Elips Uzerinde Bulunan Eskenar Uggenler

Amag:

X2
_2+

y2
b?

tespit etmek ve bu lggenlerin bazi degerlerini(alan,cevre) hesaplamak

=1 elipsi icine cizilebilecek, kdseleri bu elips tGzerinde bulunan eskenar tcgenleri

o]

Giris

Verilen iki noktaya uzakliklari toplami sabit olan noktalarin geometrik yerine elips dendigini ve
2 2

orjin merkezli bir elipsin kartezyen denkleminin — + % =1 seklinde oldugunu biliyoruz.
a
X2 y2
Bu caligmada koseleri — +F =1 elipsi uzerinde olacak sekilde olusturulabilen eskenar

iicgenlerin késeleri sirasiyla A(X,,Y;), B(X,,Y,) Ve C(X,,Y;) alinip |AB|=|AC|=|BC| esitlikleri

ve elips denklemi kullanilarak olusturulabilcek eskenar liggenlerin kose noktalarinin koordinatlari
bulunmaya, buradan hareketle de tiggenlerin ¢evreleri ve alanlari hesaplanmaya calisiimistir.
Yontem:

2 2
X
Koseleri —2+§ =1 elipsi Gzerinde bulunan ABC Uggeninin koseleri

QD

A(Xl, yl), B(Xz, y2) ve C(Xs, y3) alinip |AB| =|AC| =|BC| esitlikleri kullanilarak elde edilen

(XZ - Xl)z +(yZ - y1)2 = (XB - X1)2 +(y3 - y1)2 = (Xz - X3)2 +(yz - y3)2
esitliginden

2 2 2 2 2 2 2 2
X, _2X1X2 +X Y, _2y1y2 +Y =X _2X1X3 +X tY; _2y1y3 + Y
2 2 2 2 2 2 2 2
X, _2X1X2 +X Y, _ZY1yz +Y =X _2X2X3 +X;+Y; _2y2Y3 +Y;

2 2 2 2 2 2 2 2
X3 _2X1X3+X1 +Y; _2y1Y3 Y =X _2X2X3+X2 +Y; _2y2y3+ Y,

denklem sistemi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa



X5 = 2X X, + Y5 —2Y,Y, = X5 —2X X + Y5 — 2V, Y,
X{ = 2X X, + Yr —2Y,Y, = X5 —2X,%5 + Y3 —2Y, Y,
X[ = 2XXg + Y5 —2Y, Y5 = X3 —2X, X + Y5 —2Y,Ys

sistemi bulunur. Bu sistemde 2. Denklemi ”-1” ile carpip sistemdeki tiim denklemleri toplarsak
2,2 _ _
yl _y3 :>y1—y3\/y1——Y3
esitlikleri bulunur.

Y, =Y, VY, ==Y, ise A(X,Y,) Ve C(Xs, y3) noktalari elipsin tzerinde oldugundan
X, = X, Ve ya X, = —X,

bulunur ki X; = X; oldugunda A ve C noktalari ayni nokta olacagindan bu noktalar

A(X,, y;) Ve C(—X,, ;) seklinde bulunur. Bu durumda A ve C noktalari Oy eksenine gére simetrik
olurlar. Ayrica ABC l¢geni eskenar licgen oldugundan B kdsesi de Oy ekseni Gizerinde olmak

zorundadir. Yani B kosesi B(O, yz) seklinde olur. Bu noktayi elips denkleminde yerine yazarsak
y, =b veyay, =—b bulunur, ancak y, =b icin tiggen eskenar olmaz. O yiizden ABC eskenar
Gggeninin koseleri A(Xl,yl), B(O,—b) ve C(—Xl,yl) bulunur.

Y, =—Y,; durumu igin ise ABC eskenar licgeninin kdselerinin

A(X,~Y1), B(0,b) ve C(—x,—y,)

seklinde oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

S

Bu sekilde elde edilen bu iki eskenar licgenin es licgenler oldugu kolayca gorilebilmektedir.

Peki bu sekilde kag farkli eskenar liggen cizebiliriz?

Késeleri A(Xl, yl), B(O,—b) ve C (—Xl, yl) olan ABC eskenar iigcgeni icin Xl\/é— b=y,

olup A noktasinin koordinatlari A(Xl, X1\/§— b) seklinde olur. Bu nokta elipsin lizerinde oldugundan



e S N A xfb2+a2(x1\/§—b)2 =a’h’

elde edilir. Gerekli dizenlemeler yapildiginda
X, (xlb2 +3a%x, — 2a2bJ§) =0
elde edilir ki burada X, =0 olamayacagindan

2
x,b? +3a%x, —2a%\3=0=x, = ?+—b?:§

olmak zorundadir. O halde

2a’b /3
h=%f3-b=im o3
_b(3a?-b?)

© 3a%+b’
elde edilir. Boylece ABC lg¢geninin koseleri

AlzaZbﬁ b(3a’ ') 22’03 b(3a2_b2)J (1

, , B(0,-b) ve C| — ,
3a?+b®’ 3a’+b? J ( ) { 3a?+b®>’ 3a’+b?

bulunur. Bu da ABC eskenar Gggeninin tek tiirlii oldugunu gosterir.

Bu Uggenin gevresi;

_124/3a%
b® +3a°

A
C;(ABC]=6Xl
Alani ise
Al ABC | = 23 =123 2P 2
=X = _—
( j ! b? + 3a?

seklinde bulunur. Benzer islemler kése noktalari A(Xl,—yl), B(O, b) ve C (—Xl,—yl) olan ABC

eskenar Uggeni icin de yapilabilir.

Simdi de benzer sekilde X, = X; Ve yay, = —Y, durumunu incelersek bu kez de ABC eskenar

Gggeninin koseleri



A(%.¥;), B(~2,0) ve C(x,~Y,) veya A(-x,.¥), B(2,0) ve C(-x,~,)

seklinde olur.

r

D <=

Bu sekilde elde edilen yukaridaki ABC eskenar (ggenlerinin es (icgenler olduklari da kolayca

gorilebilir.
Koseleri A(Xi, yl), B(—a, O) ve C(Xl,—yl) olan ABC i¢geni igin
- 2+/3ab’
'oa?+3p?
olarak benzer sekilde hesaplanabilir. Buradan ise

a(3b2 —az)

X, =y3-a=—
=93 3b? + a2

bulunur. Béylece ABC liggeninin kodselerinin koordinatlari

) 38

3b%+a? 'b%+3a’ 3b2+a’ ' b*+3a’

seklinde bulunur. Buradan ise liggenin gevresi icin

_ 12+/3ab?
oat+ 3’

Q(Aéc) =6y, =Yy

alaniicin ise

a’ +3b?

A(ABC) = y;+/3=1243 (a—szz

formulleri elde edilir.



2 2

ORNEK: Késeleri ? + ? =1 elipsi Gizerinde olabilecek eskenar eskenar licgenlerin kése noktalarini

bulalim.

cOZOM:

Kbse noktalari elips Uizerinde olacak sekilde 4 eskenar Uiggen gizilebilecegini gostermistik. Simdi

bu lggenleri inceleyelim.

i.  ABC eskenar l¢geninin koseleri A(Xi, yl), B(O, —b),C(

den dolayi

2a’b/3 24J'f 8

Xl 2
b? +3a® 3+34 5

ve

y1=><1«/§—b—8‘/_ «/13[

bulunur. Boylece ABC eskenar lggeninin kdseleri

5 se1<]

seklinde bulunmus olur.

ii. O halde ABC eskenar liggeninin koseleri

A(s 3\5/_J 8(0.3). [_? _ﬁ)

5

seklinde olabilir.

iii. Eskenar li¢cgenin koseleri
A(X,Y,),B(0,~b),C(x,—y,)
seklinde olursa eger burada (2) den dolayi

2ab*\3  2.2.34/3 1243

AT i3 4133 13

ve

123 10
X =y3-a="32 3-2=""
1 yl\/_ 13 \/_ 13

bulunur. Boéylece ABC liggeninin kdseleri

A(E,%],B(_z,o),c(
13 13

seklinde bulunmus olur.

Xl,—yl) seklinde olabilir. Burada (1)

.
/

10 1243

|




iv. Son olarak ta ABC eskenar li¢ggeninin N
koselerinin

A[_E @j,s(z,o),c[—E —%j @25

13" 13 13° 13
\!

seklinde olabilecegi gorilebilir.

Boylece kdseleri soruda verilen elipsimizin tizerinde olan doért eskenar liggen de belirlenmis olur.

ORNEK: Kdse noktalari A(;,ﬁj, B (—3, 0) ,C [;, —%J olan ABC eskenar ticgeninin kése

noktalarindan gecen elipsin denklemini bulalim.
cOzUM:
B noktasi x ekseni Gzerinde oldugundan a=3 olmalidir. Ayrica (2) den dolayi

24/33b> 83

34302 7

olacagindan b=2 bulunur. Boylece elipsimizin denklemi de

seklinde elde edilmis olur.

ORNEK:

2 2

y

Kose noktalari ? + ? =1 elipsi Gzerinde olan alanlari farkl eskenar Giggenlerin alanlari
toplamini bulahm
cOzUM:

Koseleri elips tizerinde olan alanlari farkl iki farkh Giggen oldugunu biliyoruz. Bu liggenlerin

alanlarina A, ve A, dersek

2
A-1243 32 _ 2164/3
2433 21
2
A —123 23 _ 144./3
3+3.2 81

bulunabilir.



Sonug ve Tartisma:

2 2
Bu calismada koseleri — +F =1 elipsi Gzerinde bulunan bir eskenar tiggen yardimi ile kdseleri
a

bu elips lzerinde olabilecek dort adet eskenar tiggen bulunmus ve bu eskenar tggenlerin ikiser ikiser
birbirine es olduklari tespit edildikten sonra eskenar ticgenin ve elipsin temel 6zellikleri kullanilarak
bu lg¢genlerin alanlari ve gcevreleri gibi temel hesaplamalar yapilmistir.

Bu calisma da koseleri bir elips lizerinde bulunan eskenar licgenler incelenmis olup, diger konikler
icin de benzer bir ¢calisma yapilabilir.
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